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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ ř มุมและการวดัมุม 

 

ตอนทีÉ ř จงเติมคาํถามต่อไปนีÊใหถู้กตอ้ง 

 

ř. มุมทีÉเกิดจากปลายเส้นตรง Ś เส้นเชืÉอมกนัทีÉจุดจุดหนึÉง เรียกวา่มุมอะไร 

(จุดยอดมุม (Vertex)) 
 

Ś. หน่วยในการวดัมุมมี Ś หน่วย ไดแ้ก่หน่วยอะไร 

(หน่วยองศา (Degree) และหน่วยเรเดียน (Radian เขียนย่อว่า Rad))  
 

ś. ř องศา   เท่ากบักีÉลิปดา (ŞŘ ลปิดา) 
  1 ลิปดา   เท่ากบักีÉฟิลิปดา  (ŞŘ พลิปิดา) 
  ř พิลิปดา  เท่ากบักีÉองศา  (ŞŘ × ŞŘ = ś,ŞŘŘ องศา) 
 
Ŝ. ř   เท่ากบักีÉ rad   
    rad 

 

5. 1 rad เท่ากบักีÉองศา 

   องศา 
 

6. 180   เท่ากบักีÉ rad  

(  rad) 

7. 360   เท่ากบักีÉ rad  

(Ś  rad) 

Š. เรเดียน คืออะไร 

(คือหน่วยวดัมุมชนิดหนึÉงบนระนาบสองมิติในหน่วยเรเดียน) 

š. องศา คืออะไร 

(คือหน่วยวดัมุมชนิดหนึÉงบนระนาบสองมิติ โดยใน ř วงกลมจะแบ่งออกเป็น śŞŘ องศา) 
řŘ.  มีค่าเท่ากบัเท่าไร 

(  = 3.14) 
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ตอนทีÉ Ś จงแสดงวธีิการคํานวณ 

ř. จงแปลงมุมองศาจุดทศนิยม śŝ.řŞşŝ  เป็นองศาลิปดาและพิลิปดา 
วธีิทาํ  เนืÉองดว้ย ř องศา  = ŞŘ ลิปดา 

 ใหคู้ณตวัเลขหลงัจุดทศนิยม ซึÉ งเป็นค่าลิปดาดว้ย ŞŘ  
Ř.řŞşŝ × ŞŘ    =  řŘ.Řŝ ลิปดา  
 และ  ř ลิปดา  =  60 พิลิปดา 
 ใหคู้ณตวัเลขหลงัจุดทศนิยมคือ Ř.Řŝ ดว้ย ŞŘ ซึÉ งเป็นค่าพิลิปดา 
Ř.Řŝ× ŞŘ    =  ś พิลิปดา 

 ดงันัÊน śŝ.řŞşŝ  จึงเท่ากบั śŝ องศา řŘ ลิปดา ś พิลิปดา หรือเท่ากบั śŝ  řŘ' 3"  ตอบ 
 

Ś. จงแปลงองศาลิปดา ฟิลิปดา ŝŜ  Ŝŝ' 48" ใหเ้ป็นองศาทศนิยม 
วธีิทาํ  ŝŜ  Ŝŝ' 48"   =  54  +  

    =  47  + (0.75 + 0.0133) 

    =  54.7633       ตอบ 
 
ś. จงเปลีÉยนมุม ŝŝ องศา ใหเ้ป็นหน่วย rad 

วธีิทาํ     ř    =   rad  
  

     ŝŝ  =    =  

      =  0.96 rad   ตอบ 
 

4. จงเปลีÉยนมุม řŝŘ องศา ให้เป็นหน่วย rad 

วธีิทาํ     ř    =   rad  

 
     řŝŘ  =     

 

      =   rad   ตอบ 
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ŝ. จงเปลีÉยนมุม ř.ś rad ใหเ้ป็นหน่วยองศา 
วธีิทาํ    1 rad  =   องศา 
 

      ř.ś rad  =   

     =  74.45     ตอบ 
 

6. จงเปลีÉยนมุม rad ใหเ้ป็นหน่วยองศา 
วธีิทาํ    1 rad  =   องศา 
 

     rad  =    

     =  330     ตอบ 
 

7. วงกลมวงหนึÉงมีรัศมี ŚŘŘ mm เมืÉอวดัไปเป็นมุม 6
7  จงคาํนวณหาความยาวของเส้นโคง้นีÊ  

 
วธีิทาํ จาก    s  =  r  
 แทนค่า    s  =  (200 mm) 6

7  

     s  =  733.37 mm   ตอบ 

8. เชือกเส้นหนึÉงพนัรอบรอก ซึÉ งมีรัศมี śŝŘ มิลลิเมตร เมืÉอหมุนรอกไปเป็นมุม ŚřŘ  จงคาํนวณหาความยาว
ของเส้นเชือกนีÊ  
วธีิทาํ ตอ้งเปลีÉยนมุมจากองศาเป็น rad 

  ŚřŘ  =    =  = 3.67 rad 

 จาก    s  =  r  
 แทนค่า    s  =  (350 mm)(3.67 rad) 

     s  =  1,284.5 mm   ตอบ 
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š. ววัตวัหนึÉงถูกผกูเชือกไวก้บัเสา ถา้ววัตวันีÊ เดินไปเป็นระยะทาง ş.ŝ เมตร โดยทีÉเชือกตึงและเชือกกวาดไป
เป็นมุม 

3
4  เรเดียน เชือกทีÉใชผ้กูววัตวันีÊไวก้บัเสามีความยาวเท่าไร 

วธีิทาํ    จาก    s  =  r  

     r  =   

แทนค่า     r  =    

     r  =   

         r  =  ř.şš m  ตอบ 
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ Ś ตรีโกณมติิ 

จงแสดงวธีิการคํานวณ 

ř. รูปสามเหลีÉยมมุมฉากมีความยาวของดา้นดงัแสดงในรูป จงใชท้ฤษฎีพีทาโกรัสหาความยาวดา้นตรงขา้ม
มุมฉาก 

 
 

วธีิทาํ จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส   x2  =  AB2 + BC2 

 แทนค่า    x2  =  23.52 + 6.52 
     x  =    

     x  =   

     x  =   

     x  =  24.38 m   ตอบ 

 

Ś. จงคาํนวณหาพืÊนทีÉสามเหลีÉยมดงัแสดงในรูป  

 
 

วธีิทาํ จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส  c2   =  a2 + b2 

 แทนค่า     (řř.ŝ)Ś  =  x2 + (8.5)2 

     x2  =  (řř.ŝ)Ś – (8.5)2   

     x   =   

     x   =   

     x   =   
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     x   =  7.75 m 

    พืÊนทีÉ    =   × ฐาน × สูง   

 แทนค่า   พืÊนทีÉ    =   × ş.şŝ m × 8.5 m 

    พืÊนทีÉ    =  śŚ.šŜ m   ตอบ 
 

ś. โครงหลงัคาบา้นหลงัหนึÉงทาํจากเหล็กรูปตวัซี มีขนาดดงัแสดงในรูป จงใชท้ฤษฎีพีทาโกรัสหาความยาว
ของเหล็กรูปตวัซีทัÊงหมดทีÉใชท้าํโครงหลงัคาบา้นหลงันีÊ  

 
 

วธีิทาํ จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส   (AB)2  =  (AD)2 + (BD)2 

     (BD)2  =  (AB)2 – (AD)2  

 แทนค่า    (BD)2  =  92 – 82   
     BD  =   

     BD  =   

     BD  =   

     BD  =  4.123 m    

 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส   (BC)2  =  (CD)2 + (BD)2 

 แทนค่า    (BC)2  =  5.52 + 4.1232    
     BC  =   

     BC  =   

     BC  =   

     BC  =  6.874 m     
 ความยาวของเหล็กทีÉใชท้าํโครงหลงัคาบา้น = AC + AB + BC + BD 

       = 13.5 m + 9 m + 6.874 m + Ŝ.řŚś m 

       = 33.497 m   ตอบ 
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Ŝ. จงหาเส้นรอบรูปของรูปสีÉเหลีÉยมคางหมู ดงัแสดงในรูป 

 

 
 

 

วธีิทาํ เขียนรูปใหม่เพืÉอใหส้ะดวกในการคาํนวณ 

 
 

 จากรูปใหม่ CE  =  85 mm,  BE  =  165 – 95  =  70 mm 

 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส   (BC)2  =  (BE)2 + (CE)2 

 แทนค่า    (BC) 2  =  702 + 852 
     BC  =   

     BC  =   

     BC  =   

     BC  =  110.11 mm  

 สูตร เส้นรอบรูปสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน P  =  AB + BC + CD + DA  

 แทนค่า     P  =  165 + 110.11 + 95 + 85 
      P  =  455.11 mm  ตอบ 

 
 

 

 



8 
 

ŝ. จากรูปสามเหลีÉยมมุมฉากทีÉกาํหนดให ้จงหาอตัราส่วนตรีโกณมิติของ sin , cos , tan  และ sin , cos 

, tan   

 
 

วธีิทาํ    sin   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มมุมดา้นตรงขา้   =   

    sin   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มมุมดา้นตรงขา้   =   

    cos   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มุมดา้นประชิด   =   

    cos   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มุมดา้นประชิด   =   

    tan   =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้     =     

    tan   =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้     =    

 

Ş. จากรูปสามเหลีÉยมมุมฉากทีÉกาํหนดให ้จงหาอตัราส่วนตรีโกณมิติของ sin , cos , tan   

 
 

 

วธีิทาํ จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส    x2  =  (AB)2 + (BC)2 

 แทนค่า     x2  =  (8.3)2 + (5.2)2 

      x2  =  68.89 + 27.04 

      x2  =  95.93 

      x  =   
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      x  =  9.79 m 

    sin   =  
 มมุมฉากดา้นตรงขา้

 มมุมดา้นตรงขา้   =     ตอบ 

    cos   =  
มมุมฉากดา้นตรงขา้

มุมดา้นประชิด   =    ตอบ 

    tan   =  
มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้     =    ตอบ 

 

ş. จากรูปสามเหลีÉยมมุมฉากทีÉกาํหนดให ้มีดา้นตรงขา้มมุมฉากยาว Š m จงหาความยาวดา้น BC และดา้น 

AC โดยใชอ้ตัราส่วนตรีโกณมิติ 
 

 
 

วธีิทาํ      sin   =  
มมุมฉากดา้นตรงขา้
มมุมดา้นตรงขา้   =

  AC
BC  

       AC sin   =  BC 

       BC  =  AC sin   

 แทนค่า      BC  =  (8m) sin(58 )  
       BC  =  6.78 m   ตอบ 

      cos   =  
มมุมฉากดา้นตรงขา้

มุมดา้นประชิด   =  
AC
AB  

     AC cos   =   AB   

     AB   =  (8 m) cos(58 )   
     AB  =  4.24 m    ตอบ 
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Š. ตอ้งการสร้างพืÊนเอียงแห่งหนึÉงสาํหรับคนพิการทีÉใชร้ถวลีแชร์ ดงัแสดงในรูป โดยพืÊนเอียงนีÊยาว Ś.Ş เมตร 

และมีมุมลาดเอียง Śŝ  จงหาความสูงของพืÊนเอียงและพืÊนระนาบยาวเท่าไร 

 

 
 

วธีิทาํ ตอ้งการหาความสูงของพืÊนเอียงใหใ้ช ้    

      sin   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มมุมดา้นตรงขา้   =

  AB
BC  

         BC  =  AB sin  

 แทนค่า     BC  =  (2.6 m) sin(25 ) 
   ความสูงของพืÊนเอียง    =  1.1 m   ตอบ 

 

 ตอ้งการหาความยาวของพืÊนระนาบใหใ้ช ้   

     cos   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มุมดา้นประชิด   =  

AB
AC  

      AB cos   =   AC   

      AC   =  (2.6 m) cos(25 )   
      AC  =  2.356 m    ตอบ 

 

š. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง ดา้น AB = 9 เมตร และดา้น BC = Š.Š เมตร มีมุม  = 33 จงหาพืÊนทีÉของ
สามเหลีÉยม ABC รูปนีÊ  
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วธีิทาํ    พืÊนทีÉ  ABC  =   × AB × BC sin    

 แทนค่า   พืÊนทีÉ  ABC  =   × 9 m × (8.8 m) sin (33 ) 

      =  21.57 m   ตอบ 

 

řŘ. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง ดา้น BC = 9 เมตร และดา้น AC = ŝ.š เมตร มีมุม A D = Śś และมุม B = 38  

จงหาพืÊนทีÉของสามเหลีÉยม ABC รูปนีÊ  
 

 
 

วธีิทาํ หาความยาว AD โดยใช ้ 

      cos   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มุมดา้นประชิด  =  

AC
AD    

       AD  =  AC cos   

 แทนค่า      AD  =  (5.9 m)cos(67 )  
       AD  =  2.305 m  

 หาความยาว BD โดยใช ้   

      cos   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มุมดา้นประชิด  =  

BC
BD    

       BD  =  BC cos  

 แทนค่า      BD  =  (9 m)cos(38 )  
       BD  =  7.09 m 

  ฐานของ  ยาว  = 2.305 m + 7.09 m  =  9.4 m 
    พืÊนทีÉ  ABC  =   × c × b sin  

 แทนค่า     =   × 9.4 × 5.9 sin(67 ) 

    พืÊนทีÉ  ABC =  25.53 cm   ตอบ 
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řř. ตอ้งการสร้างทางลาดเอียงแห่งหนึÉงสาํหรับคนพิการทีÉใชร้ถวลีแชร์ โดยทางลาดเอียงนีÊ มีความสูง ř.Şŝ 
เมตร และมีมุมลาดเอียง řŝ  ทางลาดเอียงนีÊจะมีความยาวเท่าไร 

 

 
  

วธีิทาํ ตอ้งการหาความยาวของทางลาดเอียงใหใ้ช ้  

      sin   =  มมุมฉากดา้นตรงขา้
มมุมดา้นตรงขา้   =

  AB
BC  

         AB  =  sin 
BC   

 แทนค่า      AB  =  
)sin(15

m 1.65  

  ความยาวของทางลาดเอียง   =  6.375 m   ตอบ 

 
12. นายเอยนืห่างจากหอ KIRAN เป็นระยะทาง 75 เมตร เขามองไปยงัยอดหอโดยทาํมุมเงยกบัยอดหอเป็น
มุม 40  ดงัแสดงในรูป จงหาความสูงของหอ ถา้นายเอกสูง 1.8 เมตร 
 

                  
 

วธีิทาํ    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =     

 แทนค่า   tan(40 )  =     

    BC   =  75 tan(40 )   
    BC   =  62.93 m 

 นายเอกสูง 1.8 เมตร  หอสูง   =   62.93 + 1.8   64.73 m ตอบ 
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řś. นายเอกสูง řşŘ เซนติเมตร ใชค้รึÉ งวงกลมยนืเล็งทีÉฐานของครึÉ งวงกลมไปยงัปลายของโคมไฟจนเชือกดิÉง
ทีÉครึÉ งวงกลมชีÊ ทีÉเลข řŚř  และกา้วเดินไปทีÉฐานของโคมไฟได ้ŚŘ กา้ว โคมไฟนีÊ สูงกีÉเมตร (กาํหนดให ้ř กา้ว 

 Ř.şŝ m) 
 

 
 

 
วธีิทาํ  ครึÉ งวงกลมยนืเล็งทีÉปลายของโคมไฟจนเชือกดิÉงทีÉครึÉ งวงกลมชีÊ ทีÉเลข řŚř   

   มุมเงย  = 121  – 90   =  31  

จากจุดวดัมุมเงยเดินไปทีÉฐานของโคมไฟได ้20 กา้ว 

1 กา้ว    Ř.şŝ m 

  ระยะทางในแนวราบ(AB) = 20 × 0.75 m  = 15 m  

    Tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =    

 แทนค่า   tan(31 )  =     

    BC   =  (15 m) tan(31 )   
    BC   =  9.01 m 

 นายเอกเล็งทีÉความสูง řşŘ cm    =  1.70 m  

   โคมไฟนีÊ สูง      9.01 + 1.70   10.71 m  ตอบ 
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řŜ. นายเอขบัรถยูบ่นรถบสัสูง Ś เมตร และระวงัสุนขัทีÉอยูห่่างจากรถบสั โดยเขามองไปทีÉสุนขัดว้ยมุมกม้ 
řŠ  จงหาวา่สุนขัอยูห่่างจากรถบสัเท่าไร  

 

วธีิทาํ เขียนแผนภาพใหม่เพืÉอใหส้ามารถคาํนวณไดง่้าย 

 

    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =     

 แทนค่า   tan(72 )  =     

    x   =  (2 m) tan(72 )   
    x     6.16 m   ตอบ 

 
řŝ. สนามบินแห่งหนึÉงตอ้งการทีÉจะทราบระดบัความสูงของฐานเมฆระดบัชัÊนตํÉาสุดเมืÉอเมฆเริÉมก่อตวั ซึÉ งไม่
สามารถทีÉจะวดัระดบัความสูงไดโ้ดยตรง จึงไดฉ้ายแสงจากสปอตไลตไ์ปยงัฐานเมฆทีÉระดบัชัÊนตํÉาสุดเป็น
มุมเงย ŞŚ  สปอตไลตอ์ยูห่่างจากฐานเมฆในแนวราบประมาณ ř,ŘŘŘ m ฐานเมฆจะมีความสูงเท่าไร  
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วธีิทาํ     tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =     

 แทนค่า   tan(62 )  =     

    h   =  (1,000 m) tan(62 )   
    h     1,8880.73 m   ตอบ 

 
 

řŞ. เจา้หนา้ทีÉคนหนึÉงอยูบ่นยอดโดมแห่งหนึÉงสูง 80 เมตร มองลงมายงัรถยนต ์Ś คนัทีÉอยูบ่นแนวเดียวกนั 
ดว้ยมุมกม้เท่ากบั 28o และ 38o รถยนตท์ัÊงสองคนัห่างกนัประมาณกีÉเมตร 
 

 
 

วธีิทาํ รูปสามเหลีÉยม ABC 

    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =     

 แทนค่า   tan(28 )  =     

    AB   =   
    AB   =  150.46 m  

 รูปสามเหลีÉยม DBC 

    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =     

 แทนค่า   tan(38 )  =     

    DB   =   
    DB   =  102.4 m   

 รถยนตท์ัÊงสองคนัห่างกนั 150.46 m – 102.4 m  = 48.06 m ตอบ 
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řş. หญิงคนหนึÉงยนือยูบ่นดาดฟ้าตึกหลงัหนึÉงสูง 22 เมตร และมองเห็นรถยนตค์นัแรกเป็นมุมกม้ 45   

และมองเห็นรถยนตค์นัทีÉสองเป็นมุมกม้ 34  ตามลาํดบั รถยนต ์Ś คนันีÊ ห่างกนัประมาณกีÉเมตร 

 

 
 

วธีิทาํ เขียนแผนภาพรูปสามเหลีÉยมมุมฉากใหม่และกาํหนดมุม เพืÉอสะดวกในการคาํนวณตึกสูง ŚŚ m และ
มุมกด Ŝŝ  ดงันัÊนระยะห่างของรถยนตค์นัแรกกบัตึกจึงเท่ากบัความสูงของตึก คือเท่ากบั ŚŚ m 

 
 

  ABC   

    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =     

 แทนค่า   tan(34 )  =     

    x + 22   =   

    x + 22   =  32.62 

    x    =  32.62 – 22  

  รถยนต ์Ś คนันีÊ ห่างกนั     10.62 m   ตอบ 

 
 

18. วศิวกรสองคนตอ้งการหาระยะทางของเกาะแห่งหนึÉงกบัชายหาด เขาจึงยนืห่างกนั ŚŚ เมตร และมองไป
ทีÉกึÉงกลางเกาะเป็นมุมเงย ŚŠ  และ śŜ  ดงัแสดงในรูป จงคาํนวณหาระยะทางของเกาะแห่งนีÊกบัชายหาด  
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วธีิทาํ  รูปสามเหลีÉยมซา้ยมือ 

    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =    (1) 

 แทนค่า   tan(28 )  =     

    h   =  x tan(28 )    
    h   =  0.532x    (2) 

 รูปสามเหลีÉยมขวามือ  

    tan    =  มุมดา้นประชิด
มมุมดา้นตรงขา้   =    (3) 

 แทนค่า   tan(34 )  =     

    h   =  y tan(34 )    
    h   =  0.675y    (Ŝ) 
 (Ś) = (4)  0.532x  =  0.675y  

       x  =    =  1.268y 

  และ  x + y   =  22 

 แทนค่า   1.268y + y   =  22 
         y   =    =  9.7 m 

      x   =  22 – 9.7  = 12.3 m 

 จาก (Ś)       h  =  0.532x   

      h   = Ř.ŝśŚ(12.3 m) = 6.55 m  ตอบ 

 จาก (Ŝ)       h  =  0.675y   

      h   = Ř.Şşŝ(9.7 m) = 6.55 m  ตอบ 
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ ś ตรีโกณมิติของวงกลมหนึÉงหน่วย 
 

1. จงหาค่าฟังกช์นัตรีโกณมิติทีÉแทจ้ริงของ sin 120  โดยใชว้งกลมหนึÉงหน่วย  

วธีิทาํ    sin    =  r
y

 
 = y 

  พิกดัของมุมเฉพาะเจาะจงบนวงกลมหนึÉงหน่วยทีÉ řŚ0  =  (–  , ) 

 y  =  

     sin 120    =     ตอบ 
 

2. จงหาค่าฟังกช์นัตรีโกณมิติทีÉแทจ้ริงของ cos 60  โดยใชว้งกลมหนึÉงหน่วย  

วธีิทาํ   cos    =  
r
x   =  x   

  พิกดัของมุมเฉพาะเจาะจงบนวงกลมหนึÉงหน่วยทีÉ 60  =  (  , ) 

 x  =   

     cos 60   =     ตอบ 
 

3. จงหาค่าฟังกช์นัตรีโกณมิติทีÉแทจ้ริงของ tan 120  โดยใชว้งกลมหนึÉงหน่วย  

วธีิทาํ   tan     =  x
y

 
  (x  0)  

 พิกดัของมุมเฉพาะเจาะจงบนวงกลมหนึÉงหน่วยทีÉ 120  =  (–  , ) 

 x  =  –  ,  y  =   

     tan 120   =     

        =  –    ตอบ 
 

4. จงหาค่าฟังกช์นัตรีโกณมิติทีÉแทจ้ริงของ sec 210  โดยใชว้งกลมหนึÉงหน่วย  

วธีิทาํ   sec    =  
x
r  (x  0)   

  พิกดัของมุมเฉพาะเจาะจงบนวงกลมหนึÉงหน่วยทีÉ 210  =  ( , ) 

  x  =   

     sec 210   =    =  1  

         =    =   

    sec 210 )  =     ตอบ  
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5. จงใชต้ารางหาค่าของฟังก์ชัÉนตรีโกณมิติของมุมเฉพาะเจาะจง ดงันีÊ  
 5.1 sin 94.7    5.2 cos 91.4   5.3 cos 120.3    5.4 tan 95.8  
 

 
Deg  sin cos tan 

90 1.0000 0.0000 + - 

91 0.9998 -0.0175 -57.2900 

92 0.9994 -0.0349 -28.6363 

93 0.9986 -0.0523 -19.0811\ 

94 0.9976 -0.0698 -14.3007 

95 0.9962 -0.0872 -11.4301 

96 0.9945 -0.1045 -9.5144 

120 0.8660 -0.5000 -1.7321 

121 0.8572 -0.5150 -1.6643 
วธีิทาํ ŝ.ř จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ   sin 94   =  0.9976  
      sin 95   =  0.9962 

 มุม šŜ และมุม šŝ ต่างกนั ř องศา และค่า sin ของมุมทัÊงสองต่างกนั 0.9976 – 0.9962 = 0.0014  
 ดงันัÊน   ř  องศา  = 0.0014 

    Ř.ş องศา  =   = 0.00098 

 ดงันัÊน sin 94.7  =  0.ššşŞ + 0.00098  =  0.9986   ตอบ 

 

 ŝ.Ś จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ   cos 91   =  –0.0175  
      cos 92   =  –0.0349 
มุม šŚ และมุม šř ต่างกนั ř องศา และค่า cos ของมุมทัÊงสองต่างกนั –0.0349 – (–0.0175) = –0.0174  
 ดงันัÊน   ř  องศา  = –0.0174 
    Ř.Ŝ องศา  =   = –0.00696 
 ดงันัÊน cos 91.4   =  –0.0175 + (–0.00696)  =  –0.0245    ตอบ 
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 ŝ.ś จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ   cos 120   =  –0.500Ř  
      cos 121   =  –0.5150 
มุม řŚŘ และมุม řŚŘ ต่างกนั ř องศา และค่า cos ของมุมทัÊงสองต่างกนั –0.5150 – (–0.5000) = –0.015  
 ดงันัÊน   ř  องศา  = –0.015 
    Ř.ś องศา  =   = –0.0045 
 ดงันัÊน cos 120.3   =  –0.5000 + (–0.0045)  =  –0.5045    ตอบ 
 ŝ.Ŝ จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ  tan 95   =  –11.4321  
      tan 96   =  –9.5144 
มุม šŞ และมุม šŝ ต่างกนั ř องศา และค่า tan ของมุมทัÊงสองต่างกนั –9.5144– (–11.4321) = ř.šřşş  
 ดงันัÊน   ř  องศา  = 1.9177 
    Ř.Š องศา  =   = 1.5342 
 ดงันัÊน tan 95.8   =  –11.4321 + 1.5342 =  –9.8979   ตอบ 
 
6. ถา้ sin  =   และ 90  <  < 180  ใหห้าค่าของ cos  และ tan    
วธีิทาํ ซึÉ งมุม  มีค่ามากกวา่ 90  แต่นอ้ยกวา่ 180  แสดงวา่ดา้นทีÉตดักนับนวงกลมอยูใ่นควอดรันตที์É Ś  
 สมบติัของพีทาโกรัส   cos2  + sin2   =  1 

 แทนค่า sin  =    cos2  +   =  1 

     cos2( ) +    =  1 

         cos2   =  1 –  

      cos2   =     

      cos   =    

      cos    =    

 มุม  อยูใ่นควอดรันตที์É Ś  

      cos    =  –   ตอบ 

      tan   =   

      tan   =    =    

      tan   =   –   ตอบ 
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ş. รูปสามเหลีÉยมมุมฉาก มีขนาดดงัแสดงในรูป จงหาขนาดของมุม  โดยใชอ้ตัราส่วนตรีโกณมิติ 

 
 

วธีิทาํ      = arctan
ดา้นตรงขา้มมุม
ดา้นประชิดมุม

  =  arctan
 
  

 แทนค่า     = arctan   

      = 31.70     ตอบ 

 

Š. ช่างก่อสร้างนาํไมก้ระดานยาว Ś.ŝ เมตรมาวางพาดขอบบนัไดสูง Ř.ŝ เมตร เพืÉอเดินขึÊนตึกทีÉกาํลงัก่อสร้าง 
จงหามุมทีÉไมก้ระดานพาดบนัไดกบัพืÊนราบ ดงัแสดงในรูป 

 

วธีิทาํ    sin   =  
ดา้นตรงขา้มมุม
ดา้นตรงขา้มมุมฉาก

  =  

 แทนค่า  sin   =   

   sin   =  0.2 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติตรงค่า sin   =  0.2 ตรงกบัมุม řŚ   ตอบ 
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š. ตอ้งการสร้างทางลาดแห่งหนึÉงสาํหรับคนพิการทีÉใชร้ถวลีแชร์ใหไ้ดม้าตรฐานอตัราส่วนทางลาด ř : 12 

โดยทางลาดนีÊ มีความสูง Ř.ŝ m  จงหาความยาวทางลาดนีÊ  
 

 
 

วธีิทาํ มาตรฐานอตัราส่วนทางลาดสูง : ยาว  =  ř : 12  และทางลาดสูง Ř.ŝ m  

     ř × 0.5  :  12 × 0.5   

       0.5  :  6  

   ความยาว =  Ş m    ตอบ 

 

 ตอ้งการหาความยาวของทางลาดใหใ้ชจ้ากทฤษฎีบทพีทาโกรัส  
     (AB)2   =   (AC)2 + (BC)2 

 แทนค่า    (AB)2  =   (9.6)2 + (0.8)2 

     (AB)2  =   92.16 + 0.64 

     (AB)2  =   92.8 

     AB   =   

  ทางลาดยาว  AB   =  9.63 m   ตอบ 
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10. จงเขียนกราฟ y = sin  ดว้ยมุม เมืÉอ Ř <  < 2   

 ดว้ยมุม  = [0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360] 
วธีิทาํ   กาํหนดค่า  และหาค่า y บางจุดทีÉกราฟผา่นจาก y = sin  

 

 y = sin   y = sin  

0  0 180  0 

30  0.5 210  –0.5 

60  0.87 240  –0.87 

90  1 270  –1 

120  0.87 300  –0.87 

150  0.5 330  –0.5 

  360  0 
  

 นาํคู่อนัดบั , y มาเขียนกราฟไดด้งันีÊ  

 
řř. จงเขียนกราฟ y = cos  เมืÉอ Ř <  < 2  
 ดว้ยมุม  = [0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360] 
วธีิทาํ   กาํหนดค่า  และหาค่า y บางจุดทีÉกราฟผา่นจาก y = cos  

 
 y = cos   y = cos  

0  1 180  –1 

30  0.87 210  –0.87 

60  0.5 240  –0.5 

90  0 270  0 

120  –0.5 300  0.5 

150  –0.87 330  0.87 

  360  1 

0 1 2 3 4 5 6 7
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-0.8
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-0.4

-0.2

0
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0.4

0.6

0.8

1
y = f (theta) = sin(theta)

 0-2*pi
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n(

th
et

a)
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 นาํคู่อนัดบั , y มาเขียนกราฟไดด้งันีÊ  

 
řŚ. จงเขียนกราฟ y = sin 2  เมืÉอ 0 <  < 2  

 ดว้ยมุม  = [0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360] 
วธีิทาํ   กาํหนดค่า  และหาค่า y บางจุดทีÉกราฟผา่นจาก y = sin 2  

 

 y = sin 2   y = sin 2  

0  0 180  0 

30  0.87 210  0.87 

60  0.87 240  0.87 

90  0 270  0 

120  –0.87 300  –0.87 

150  –0.87 330  –0.87 

  360  0 
  

 นาํคู่อนัดบั , y มาเขียนกราฟไดด้งันีÊ  
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1
y = f (theta) = cos(theta)
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ Ŝ กฎของไซน์และโคไซน์ 

 

 

ř. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง มีขนาดดงัรูป จงคาํนวณหาความยาวดา้น BC โดยใชก้ฎของไซน์ 

 
 

วธีิทาํ ใชก้ฎของไซน์ดา้น a และดา้น b 

          =    

 

 แทนค่า      =    

 

       BC  =   

 

       BC  =  145.47 mm  ตอบ 
 

Ś. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง มีขนาดดงัรูป จงคาํนวณหาความยาวดา้น AB โดยใชก้ฎของไซน์ 

 
 

วธีิทาํ ใชก้ฎของไซน์ดา้น a และดา้น b 

          =    
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 แทนค่า       =    

      sin A   =   

     sin A   =  0.947 

       A   =  sin–1(0.947) 

      A   =  71.26  

  C = 180  – 71.26  – 45   =  63.74  

           =    

 

 แทนค่า       =    

 

    AB   =   

 

    AB   =  78.63 mm  ตอบ 
 

ś. ชายคนหนึÉงตอ้งการช่วยสุนขัทีÉติดอยูบ่นหนา้ผาชนัสูงประมาณ ś m เขาจึงใชบ้นัไดยาว ŝ m พาดบนหนา้
ผา เขาจะตอ้งพาดบนัไดให้ฐานบนัไดกวา้งเท่าไร หวับนัไดจึงจะพาดบนหนา้ผาพอดี 

 

วธีิทาํ  ใชก้ฎของไซน์กบั  ACB  ดา้น AC และดา้น BC 

        =     

 แทนค่า         =     

      sin    =    

      sin     =   0.6  

            =  sin–1 (0.6) 

      A   =  36.87  
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  C   =  90 – 36.87   =  53.13  

 ใชก้ฎของไซน์กบั  ACB  ดา้น AC และดา้น AB 

        =    

 แทนค่า         =     

      AB   =    

      ฐานบนัไดกวา้ง    4 m  ตอบ 

 

Ŝ. เสาตน้หนึÉงปักอยูบ่นดินอียงจากแนวดิÉงประมาณ Š  และมีแสงแดดจากดวงอาทิตยส่์องไปยงัเสาจนเกิดเงา
ทาํมุม Śš  และยาว řŚ.Š เมตร จงหาวา่เสาตน้นีÊยาวเท่าไร 

 

วธีิทาํ   A  =  90  + 8   =  98  

     C  =  180  – (98  + 29 )  =  53  

 ใชก้ฎของไซน์ดา้น b และดา้น c 

           =    

 แทนค่า       =    

     b   =   

   เสาตน้นีÊยาว     7.77 m  ตอบ 
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ŝ. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง มีขนาดดงัรูป จงคาํนวณหาความยาวดา้น AB โดยใชก้ฎของโคไซน์ 

 
วธีิทาํ  จากกฎของโคไซน์หาความยาวดา้น AB   

    c2  =  a2 + b2 – 2ab cos( )   

    c  =      

 แทนค่า   c  =   

    c  =   

    c  =   

    c  =  193.15 mm   ตอบ 

 

Ş. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง มีขนาดดงัรูป จงคาํนวณหาความยาวดา้น BC โดยใชก้ฎของโคไซน์ 

 
วธีิทาํ  จากกฎของโคไซน์หาความยาวดา้น AB   

    a2  =  b2 + c2 – 2bc cos     

    a  =      

 แทนค่า   a  =   

    a  =   

    a  =   

    a  =  89.47 mm   ตอบ 
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ş. สามเหลีÉยม ABC มีขนาดดงัรูป ดา้น BC = 68 มิลลิเมตร ดา้น AC = řřŘ มิลลิเมตร มีมุม C B = śŘ  จงหา
ความยาวของฐานสามเหลีÉยม ABC รูปนีÊ  

 
 

วธีิทาํ ใชก้ฎของไซน์ดา้น a และดา้น b เพืÉอหามุม ABC  

         =    

 หรือ       =     

 แทนค่า        =   

     sin    =   

          =  sin–1 (0.81) 

          =  54  

  มุม ACB = 180  – 54  – 30   = 96  

 จากกฎของโคไซน์หาความยาวฐานสามเหลีÉยมคือดา้น AB 

    c2  =  a2 + b2 – 2ab cos  

    c  =    

      AB  =   

      AB  =   

      AB  =  135.23 mm   ตอบ 

 

Š. สามเหลีÉยม ABC รูปหนึÉง มีมุม  = Śŝ  มุม  = ŝŘ  และดา้น AC ยาว şš มิลลิเมตร จงหาความยาวของ
ดา้น w, x, y และ z 
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วธีิทาํ  จากรูป มุม ACD  =  180  – 25  – 90   =  75   

  จากรูป มุม BCD  =  180  – 50  – 90   =  40  

 
 

  ใชก้ฎของไซน์กบั  ACD  ดา้น AC และดา้น w 

           =    

 แทนค่า         =     

        w  =    

        w  =   31.7 mm  ตอบ 

 ดา้น AC และดา้น z 

           =     

 แทนค่า         =     

        z  =    

        z  =   72.44 mm  ตอบ 

           =     

 แทนค่า         =     

        x  =    

        x  =   41.38 mm  ตอบ 

 ดา้น x และดา้น y 

           =     

 แทนค่า         =     

        y  =    

        y  =   26.6 mm  ตอบ 
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š. ในการขา้มหนา้ผาหนึÉง ไดส้ร้างสะพานขา้มมีความยาวประมาณ řŘ เมตรและความยาวทางราบประมาณ 
Ş.ŝ เมตร สะพานวางเอียงประมาณ śŘ  กบัพืÊนราบ หนา้ผานีÊจะมีความยาวประมาณเท่าไร 

  

 
 

วธีิทาํ จากรูปใชก้ฎของโคไซน์เพืÉอหาความยาวของหนา้ผา  
    b2  =  a2 + c2 – 2ac cos   

     b  =    

 แทนค่า      AC   =   

       AC   =   

       AC   =   

   หนา้ผานีÊยาว    AC     5.45 m   ตอบ 

 
10. ช่างสาํรวจส่องกลอ้งสาํรวจทีÉตน้ไมต้น้แรกมีระยะทาง Šŝ เมตร และส่งกลอ้งสาํรวจไปทีÉตน้ไมต้น้ทีÉสอง
ดว้ยมุม śŞ  มีระยะทาง řśŝ เมตร จงหาวา่ตน้ไมท้ัÊงสองห่างกนัมีระยะทางเท่าไร 
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วธีิทาํ จากรูปใชก้ฎของโคไซน์เพืÉอหาวา่ตน้ไมท้ัÊงสองห่างกนัมีระยะทางเท่าไร 

    c2  =  a2 + b2 – 2ab cos   

     c  =    

 แทนค่า       c   =   

        c   =   

        c   =   

   ตน้ไมท้ัÊงสองห่างกนั    AB     82.96 m   ตอบ 
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ ŝ จํานวนเชิงซ้อน 

จงแสดงวธีิการคํานวณ 

ř. จงบวกและลบจาํนวนเชิงซอ้นของ  z1, z2     

     z1   =  5 + i6 

     z2   =  6 – i5 

วธีิทาํ       z1 + z2   =  (5 + i6) + (6 – i5) 

     =  (5 + 6) + i(6 – 5) 

     =   11 + i    ตอบ 

     z1 – z2   =  (5 + i6) – (6 – i5) 

     =  (5 – 6) + i(6+5) 

     =  –1 + i11    ตอบ 

 

2. จงบวกและลบจาํนวนเชิงซอ้นของ  z1, z2  

     z1   =  –7 – i2  

     z2   =  4 + i5 

วธีิทาํ       z1 + z2   =  (–7 – i2) + (4 + i5) 

     =  (–7 + 4) + i(–2 + 5) 

     =   –3 + i3    ตอบ 

     z1 – z2   =  (–7 – i2) – (4 + i5) 

     =  (–7 –4) + i(–2 –5) 

     =  –11 – i7    ตอบ 
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3. จงบวกและลบจาํนวนเชิงซอ้นของ  z1, z2  

     z1   =  7  

     z2   =  5 + i2 

วธีิทาํ       z1 + z2   =  (7) + (5 + i2) 

     =  (7 + 5) + i2  

     =   12 + i2    ตอบ 

     z1 – z2   =  (7) – (5 + i2) 

     =  (7 –5) – i2 

     =  2 – i2    ตอบ 

4. จงบวกและลบจาํนวนเชิงซอ้นของ  z1, z2  

     z1   =  7 + i12  

     z2   =  –5 

วธีิทาํ       z1 + z2   =  (7 + i12) + (–5) 

     =  (7 – 5) + i12  

     =   2 + i12    ตอบ 

     z1 – z2   =  (7 + i12) – (–5) 

     =  (7 + 5) + i12 

     =  12 + i12    ตอบ 
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ŝ. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นโดยใชสู้ตรของ z1, z2  

    z1  =  5 + i3   

    z2  =  4 – i4  

วธีิทาํ   (a  ib)(c  id)   =  (ac – bd) + i(bc + ad) 

 z1 z2 =  (5 + i3)(4 – i4)   =  [(5)(4) – (3)(–4)] + i[(3)(4) + (5)(–4)] 

     =  (20 + 12) + i(12 – 20) 

     =  32 – i8   ตอบ 

Ş. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นโดยใชสู้ตรของ z1, z2  

    z1  =  3 + i3   

    z2  =  5 – i4  

วธีิทาํ   (a  ib)(c  id)   =  (ac – bd) + i(bc + ad) 

 z1 z2 =  (3 + i3)(5 – i4)   =  [(3)(5) – (3)(–4)] + i[(3)(5) + (3)(–4)] 

     =  (15 + 12) + i(15 – 12) 

     =  27 + i3   ตอบ 

ş. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นโดยใชสู้ตรของ z1, z2  

    z1  =  5 + i7   

    z2  =  2 + i4 

วธีิทาํ จากสมการทีÉ (Ş.ś) (a  ib)(c  id)   =  (ac – bd) + i(bc + ad) 

 z1 z2 =  (5 + i7)(2 + i4)   =  [(5)(2) – (7)(4)] + i[(7)(2) + (5)(4)] 

     =  (10 – 28) + i(14 + 20) 

     =  –18 + i34   ตอบ 
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Š. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นโดยใชสู้ตรของ z1, z2  

    z1  =  6 – i8   

    z2  =  4 + i2 

วธีิทาํ  (a  ib)(c  id)   =  (ac – bd) + i(bc + ad) 

 z1 z2 =  (6 – i8)(4 + i2)   =  [(6)(4) – (–8)(2)] + i[(–8)(4) + (6)(2)] 

     =  (24 + 16) + i(–32 + 12) 

     =  40 – i20   ตอบ 

š. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยวธีิกระจายของ z1, z2  

    z1  =  6 + i8   

    z2  =  7 + i2 

วธีิทาํ  z1 z2 =  (6 + i8)(7 + i2)   =  (6)(7) + (6)(i2) + (i8)(7) + (i8)(i2) 

     =  42 + i12 + i56 + i216 

     =  42 + i68 + (–1)16    

     =  42 + i68 – 16 

     =  26 + iŞŠ    ตอบ 

řŘ. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยวธีิกระจายของ z1, z2  

    z1  =  1 – i4   

    z2  =  3 + i5 

วธีิทาํ  z1 z2 =  (1 – i4)(3 + i5)   =  (1)(3) + (1)(i5) + (–i4)(3) + (–i4)(i5) 

     =  3 + i5 – i12 – i220 

     =  3 – i7 – (–1)20    

     =  3 – i7 + 20 

     =  23 – iş    ตอบ 
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11. จงคูณจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยวธีิกระจายของ z1, z2  

    z1  =  –4 – i6  

    z2  =  2 – i 

วธีิทาํ  z1 z2 =  (–4 – i6)(2 – i)   =  (–4)(2) + (–4)( –i) + (–i6)(2) + (–i6)( –i) 

     =  –8 + i4 – i12 + i26 

     =  –8 – i8 + (–1)6    

     =  –14 – i8     ตอบ 

řŚ. จงหารจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยสังยคุของ z1, z2    

     z1  =  5 + i3   

    z2  =  4 – i4  

วธีิทาํ  

  =     =   + i  

  =     =   + i  

    =   + i    

     =   + i   

    =  0.25+ i    ตอบ 
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řś. จงหารจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยสังยคุของ z1, z2  

     z1  =  3 + i3   

    z2  =  5 – i4  

วธีิทาํ  

  =     =   + i  

  =     =   + i  

    =   + i    

     =   + i   

    =  0.073+ i0.66    ตอบ 

 

řŜ. จงหารจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยสังยคุของ z1, z2  

    z1  =  5 + i7   

    z2  =  2 + i4 

วธีิทาํ  

  =     =   + i  

  =     =   + i  

    =   + i    

     =   + i   

    =  1.9 – i0.3    ตอบ 
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řŝ. จงหารจาํนวนเชิงซอ้นดว้ยวธีิเศษส่วนของ z1, z2  

    z1  =  6 + i8   

    z2  =  7 + i2 

วธีิทาํ    =   

   =     =   

     =     

     =   

     =   + i    

     =  1.09 – i0.83   ตอบ 

   

16. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้นในขอ้ต่อไปนีÊ  เป็นเวกเตอร์บนระนาบเชิงซ้อนเดียวกนั 

 1. z1 = 2 + i3 
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 2. z2 = –1.5 + i4 

 
 

 3. z3 = –2 –i1.5 
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 4. z4 = 2 – i2.5  

 

 

17. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้นz  = –4 – i6 ในรูปเชิงขัÊวและมุมเป็นเรเดียน 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  =  –4 – i6  

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řř) 

     tan  =    

 แทนค่า    tan  =  

     tan    =    1.153  
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 แต่ –4 – i6 อยูใ่นควอดรันตที์É ś 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  = 1.153  = 229  

    ดงันัÊน θ  =  229   

       =  3.995  (เป็นมุมเรเดียน) 

 จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊว  คือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos (3.995) + isin (3.995)) ตอบ 

  

18. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  2 – i  ในรูปเชิงขัÊวและมุมเป็นเรเดียน 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  =  2 – i  

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řř) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan  = –0.5 

   แต่ 2 – i อยูใ่นควอดรันตที์É Ŝ 
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 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  = –0.5   333  

    ดงันัÊน θ  =  333   

       =  5.81  (เป็นมุมเรเดียน) 

  จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊว  คือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos (5.81) + isin (5.81))  ตอบ 

  

19. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  6 + i8   ในรูปเชิงขัÊว และมุมเป็นเรเดียน 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  =  6 + iŠ  

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řř) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan   =    1.33  

 แต่ 6 + iŠ อยูใ่นควอดรันตที์É ř 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  = 1.33   53  
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    ดงันัÊน θ  =  53   

       =  0.925  (เป็นมุมเรเดียน) 

  จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊว  คือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos (0.925) + isin (0.925)) ตอบ 

  

20. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  7 + i2  ในรูปเชิงขัÊว และมุมเป็นเรเดียน 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  =  7 + iŚ 

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řř) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan  = 0.286 

 แต่ 7 + iŚ อยูใ่นควอดรันตที์É ř 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  = 0.286   16  

    ดงันัÊน θ  =  16   
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         =    0.279  (เป็นมุมเรเดียน) 

 จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊวคือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos (0.279) + isin (0.279)) ตอบ 

  

21. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  –Ş – iŝ  ในรูปเชิงขัÊว และมุมเป็นเรเดียน 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  =  –Ş – iŝ   

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řř) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan   =    0.833   

 แต่ –Ş – iŝ อยูใ่นควอดรันตที์É ś 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  = 0.833   220  

    ดงันัÊน θ  = 220   

         =    3.84  (เป็นมุมเรเดียน) 
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 จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊว  คือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos (3.84) + isin (3.84)) ตอบ 

  

ŚŚ. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  Š – iŚ ในรูปเชิงขัÊว และมุมเป็นองศา 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  = Š – iŚ 

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řŘ) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan    =  – 0.25  (เป็นมุมองศา) 

 จากตารางตรีโกณมิติตรงช่อง tan =  – 0.25 แลว้เลืÉอนไปทางซา้ยมือ จะตรงกบัช่องมุม  = řŞŞ  แต่ 
Š – iŚ อยูใ่นควอดรันตที์É Ŝ 

 ดงันัÊน    =  řŠŘ + řŞŞ   =  346  

 จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊวคือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos 346  + isin 346 )  ตอบ 
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23. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  –2.8 – iŜ.Ŝ ในรูปเชิงขัÊว และมุมเป็นองศา 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  = –2.8 – iŜ.Ŝ  

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řŘ) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan    =  ř.ŝş  (เป็นมุมองศา) 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  =  1.57 ไม่มีค่าในตารางใหใ้ชว้ธีิเปิดค่า
ใกลเ้คียงมาเขา้อตัราส่วนเพืÉอหาค่ามุม  

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ tan  

    tan ř.ŝśšš    = 57  

    ค่าเพิÉม Ř.ŘśŘř        ค่าเพิÉม x 

    =  ř.ŝş     ค่าเพิÉม Ř.ŘŞŘŜ = ….  ค่าเพิÉม ř 

    tan 1.6003   = 58  

นาํค่าเพิÉมของทางดา้นซา้ยมือและทางดา้นขวามือมาเขา้อตัราส่วน จะได ้

    =   
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     x   =    =  0.5 

     = 57 + 0.5  =  57.5   

 แต่ –2.8 – iŜ.Ŝ อยูใ่นควอดรันตที์É ś 

 ดงันัÊน   = řŠŘ + 57.5 = Śśş.ŝ  

 จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊว  คือ  

     z =r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า    z =  (cos 237.5  + isin 237.5 )  ตอบ 

24. จงเขียนจาํนวนเชิงซอ้น z  =  1.2 – i1.š ในรูปเชิงขัÊว และมุมเป็นองศา 

วธีิทาํ รูปเชิงขัÊวของจาํนวนเชิงซ้อนz  = 1.2 – i1.š  

 หาค่า r จากสมการทีÉ (ŝ.š) 

     r   =    

 แทนค่า    r   =    

     r   =    

     r   =    

 หาค่า  จากสมการทีÉ (ŝ.řŘ) 

     tan  =   

 แทนค่า    tan  =  

     tan    =  – Ř.ŞśŚ  (เป็นมุมองศา) 

 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ ตรงช่อง tan จะเห็นวา่  = – Ř.ŞśŚ ไม่มีค่าในตารางใหใ้ชว้ธีิเปิดค่า
ใกลเ้คียงมาเขา้อตัราส่วนเพืÉอหาค่ามุม 
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 จากตารางฟังกช์ัÉนตรีโกณมิติ tan  

    tan –0.6494    = 147  

    ค่าเพิÉม –0.0174        ค่าเพิÉม x 

    =  –0.632    ค่าเพิÉม –0.0245 = ….  ค่าเพิÉม ř 

    tan –0.6249   = 148  

นาํค่าเพิÉมของทางดา้นซา้ยมือและทางดา้นขวามือมาเขา้อตัราส่วน จะได ้

 =  

     x   =   = 0.71 

     = 147 + 0.71  =  147.71   

 แต่ 1.2 – i1.š อยูใ่นควอดรันตที์É Ŝ 

 ดงันัÊน   = řŠŘ + 147.71 = śŚş.şř  

 จากสมการทีÉ (ŝ.ş) จาํนวนเชิงซอ้นในรูปเชิงขัÊว  คือ  

    z = r(cosθ + isinθ) 

 แทนค่า   z =  (cos śŚş.şř  + isin śŚş.şř )  ตอบ 
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ Ş เมทริกซ์ 
จงแสดงวธีิการคํานวณ 
ř. จงหาเมตริกซ์ทรานสโพสของ  

   A  =   

 

วธีิทาํ  นาํสมาชิกในแถวทีÉ 1 ของเมทริกซ์ทัÊงแถวมาเรียงกนัเป็นคอลมัน์ทีÉ ř  

  

   AT  =   

 

 นาํสมาชิกในแถวทีÉ 2 ของเมทริกซ์ทัÊงแถวมาเรียงกนัเป็นคอลมัน์ทีÉ Ś  

 

   AT  =   

 

 นาํสมาชิกในแถวทีÉ 3 ของเมทริกซ์ทัÊงแถวมาเรียงกนัเป็นคอลมัน์ทีÉ ś 

 

   AT  =       ตอบ 

 

Ś. จงหาเมตริกซ์ทรานสโพสของ  

   A  =   

 

    AT  =      ตอบ 
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ś. จงหา A + B 

 กาํหนด  A  =    B  =   

วธีิทาํ   A + B  =   +  

   A + B  =    =    ตอบ 

 

Ŝ. จงหา B + A 

 กาํหนด  A  =    B  =   

วธีิทาํ   B + A  =  +  

   B + A  =   =    ตอบ 

 

ŝ. จงหา A + B 

 กาํหนด  A  =    B =  

 

วธีิทาํ   A + B  =    +   

 

 ไม่สามารถหาผลบวกไดเ้นืÉองจากเมทริกซ์ A และ B มีขนาดไม่เท่ากนั  ตอบ 
 

Ş. จงแสดงสมบติัการบวกของเมทริกซ์  
 ř.  A + B  = B + A 

 Ś. (A + B) + C  =  A + (B + C) 

 

 เมืÉอ A =    B  =     C =   

 

วธีิทาํ  A + B  =   +    
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    =   

 

    =   

 

  B + A  =    +   

 

    =   

 

       =   

 

ดงันัÊน   A + B  = B + A   ตอบ 

 

   (A + B) + C  =   +   + C 

 

    =   +    

 

    =   

 

    =   

  

 A + (B + C)   =  A +   +   

 

    =  A +  
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   =   +    

  

   =   

 

   =   

   

 ดงันัÊน  (A + B) + C  =  A + (B + C)   ตอบ 
 

ş. จงหาผลลบของเมทริกซ์ A – B 

 

  เมืÉอ A =     B  =      

 

วธีิทาํ   A – B  =  A + (–B)  
 

     =   + (–ř)  

 

     =   +  

 

     =   

 

    =       ตอบ 
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Š. จงหาผลลบของเมทริกซ์ A – B 
 

  เมืÉอ A =    B  =   

 

 

วธีิทาํ   A – B  =  A + (–B) 

     =  + (–ř)  

 

 ไม่สามารถหาผลบวกไดเ้นืÉองจากเมทริกซ์ A และ B มีขนาดไม่เท่ากนั  ตอบ 
 

š. จงหาผลลพัธ์ของเมทริกซ์ ดงันีÊ    
 ř. śA   
 Ś. ŚA + 2B 

 

 เมืÉอ   A =    B =  

 

วธีิทาํ ř. śA   
   3A   =   3   =    

 

    =        ตอบ 
 Ś. ŚA + 2B  
  ŚA + 2B  = 2  + 2  
 

    =   +  
 

    =  
 

    =     ตอบ 
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řŘ. จงหาผลลพัธ์ของเมทริกซ์ ดงันีÊ   
 ř. śA   
 Ś. A – 3B 

 เมืÉอ   A =    B =  

วธีิทาํ ř. 3A 

  3A = 3   =    ตอบ 

  

 Ś. A – 3B 

  A – 3B  =    +(–3)  

 

    =    +    

 

    =     

 

    =      ตอบ 

 

řř. กาํหนด A = [1 3 4] และ B =  จงหา AB 

วธีิทาํ    C  =  A×B  = (1×3) (3×1)  =  (1×1) 

 

   C  =  [1 3 4]    

 ใหน้าํคอลมัน์ของ B คูณกบัแถวของ A แลว้บวกเขา้ดว้ยกนั 

      =   [3 1 + 4 3 + 7 4] 

     C  =   [3 + 12 + 28] 

     C  =   43    ตอบ 
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řŚ. กาํหนด A =   และ B = [1 9 3] จงหา AB 

วธีิทาํ    C  =  A × B  = (3 × 1) (1 × 3)  =  (3 × 3) 

   C  =   [1 9 3]   

 ใหน้าํคอลมัน์ของ A คูณกบัแถวของ B ทุกแถว 

 

  C  =   =    ตอบ 

 

řś. กาํหนด A = [1 2 1]  และ B =  จงหา AB 

 
วธีิทาํ    C  =  A×B  = (1×3)(3×2) =  (1×2) 
 

   C  =  [1 2 1]    
 

 ใหน้าํคอลมัน์ของ B คูณกบัแถวของ A ทุกแถวแลว้บวกกนั 
 

   C  =   

     =  [1 + 2 – 1 – 4 + 4 + 2]  

     =  [2 2]      ตอบ 

 

řŜ. จงแสดงใหเ้ห็นวา่เมทริกซ์  AB  BA  

 

 เมืÉอ   A  =    และ  B  =     

   

วธีิทาํ   C  =  A × B  =   
 

   C  =   

 
   C  =   
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   C  =       

 

   C  =  B×A  =   

 

   C  =   

 
   C  =   

 

   C  =    

    

  จะเห็นไดว้า่ AB   BA   ตอบ 
 

 

řŝ. จงคูณเมทริกซ์ A = และ B =  

วธีิทาํ    C  =  A × B  = (Ś×3)(3×2)  =  (2×2) 

 ใหน้าํแถวของ A คูณกบัคอลมัน์ของ B ทุกคอลมัน์แลว้บวกกนั 

 

     C  =   

 

      C  =    

 

    =   
 

     C  =         ตอบ 
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řŞ. จงคูณเมทริกซ์ A =   และ B =  

วธีิทาํ    C  =  A×B  = (3×2)(Ś×3)  =  (3×3) 

   C  =   

 
 ใหน้าํคอลมัน์ของ B คูณกบัแถวของ A ทุกแถวแลว้บวกกนั 
 

  C  =  

  C  =  

  C  =      ตอบ 

 

 

řş. จงคูณเมทริกซ์ A =   และเมทริกซ์เอกลกัษณ์ I =   
 
วธีิทาํ      AI =  A 

     =   

     =     

     =      ตอบ 

  หรือ    IA  =  A 

       =   

     =    

     =      ตอบ 
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řŠ. จงหาค่า x, y, z จากเมทริกซ์ในรูปของระบบสมการเชิงเส้น  
 

       =    

 

วธีิทาํ เมตริกซ์ทีÉมีสมาชิกในตาํแหน่งเดียวกนัมีค่าเท่ากนั  
    Ŝx  =  8 

    x  =   = 2    ตอบ 
   śy  =  2 

   y  =       ตอบ 

   w  =  7     ตอบ 
   z  =  –1      ตอบ 

 

řš. จงหาค่า x, y จากเมทริกซ์ในรูปของระบบสมการเชิงเส้น  
 

       =    

 

วธีิทาํ เมตริกซ์ทีÉมีสมาชิกในตาํแหน่งเดียวกนัมีค่าเท่ากนั  
    x  =  6    ตอบ 

     2x + 3y  =  3 

 แทนค่า  Ś Ş + 3y  =  3 
       3y  =  ś – řŚ  
       y  =    =  –3  ตอบ 

 

ŚŘ. จงหาค่า x, y จากเมทริกซ์ในรูปของระบบสมการเชิงเส้น  
 

       =    
 

วธีิทาํ เมตริกซ์ทีÉมีสมาชิกในตาํแหน่งเดียวกนัมีค่าเท่ากนั  
    y  =  1    ตอบ 

      3x  =  3 
 แทนค่า      x  =   
       x  =  ř     ตอบ 
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ ş ดีเทอร์มิแนนต์ 
จงแสดงวธีิการคํานวณ 
ř. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด Ś Ś  
     A =  

วธีิทาํ    =      = (9)(5) – (1)(–7) 
    =   45 + 7  =  52    ตอบ 

 

Ś. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด Ś Ś 

     A =  

วธีิทาํ    =     = (–4)(6) – (3)(–2) 
 

    =   –24 + 6  =  –18    ตอบ 

 
ś. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด Ś Ś  
     A =  

วธีิทาํ    =     = (4)(–8) – (6)(–9) 
    =   –32 + 54  =  –22   ตอบ 

 
Ŝ. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด Ś  Ś  
     A =  

 

วธีิทาํ    =     = (–5)(9) – (–7)(3) 
 

    =   –45 + 21  =  –24   ตอบ 

 

ŝ. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด Ś  Ś  
     A =  

 

วธีิทาํ    =     = (2)( –6) – (–1)(ş) 
    =   –12 + 7  =  –5   ตอบ 
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Ş. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด ś  ś ดว้ยวิธีโดยตรง 

 

     A =  

 

วธีิทาํ     =      

 

   =  (3)(4)(0) + (7)(9)(2) + (8)(2)( –4) – (2)(Ŝ)(Š) – (–Ŝ)(š)(ś) – (Ř)(Ś)(ş) 
     =   0 + 126 – 64 – 64 + 108 – 0  =  řŘŞ   ตอบ 

 
ş. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด ś  ś ดว้ยวิธีโดยตรง 

 

     A =  

 

วธีิทาํ     =     

 

   =  (1)(1)(0) + (2)(1)(2) + (–3)( –1)(1) – (2)(ř)( –ś) – (ř)(ř)(ř) – (Ř)( –ř)(Ś) 
     =   0 + 4 + 3 + 6 – 1 + 0  =  12   ตอบ 

 

Š. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด ś  ś ดว้ยวิธีโดยตรง 

 

     A =  

 

วธีิทาํ     =     

 

   = (3)( –2)(4) + (–1)(1)(2) + (2)(1)( –3) – (2)(–Ś)(2) – (–ś)(ř)( ś) – (Ŝ)(ř)(–ř) 
     =  –24 – 2 – 6 + 8 + š + 4  =  –11   ตอบ 
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š. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด ś  ś ดว้ยวิธีการกระจาย 

 

   A   =    

 

วธีิทาํ  โดยเลือกแถวแรกของเมทริกซ์  

    =    =  2  – 1  + 0  

    =  2(3  1 – (–1  2)) – 1(0  1 – 1  2) + 0(0  (–1) – 1  3) 

    =  2(3 + 2) – 1(0 – 2) + 0 

    =  10 + 2 + 0 

    =  12    ตอบ 

 

řŘ. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด ś  ś ดว้ยวธีิการกระจาย 

 

   A   =    

 

วธีิทาํ  โดยเลือกแถวแรกของเมทริกซ์  

    =    =  2  –(–1)  +  

    =  2(5  2 – 1  4) + 1(–6  2 – 5  4) + 3(–6  1 – 5  5) 

    =  2(10 – 4) +1(–12 –20) + 3(–6 –25) 

    =  12 – 32 – 93 

    =  – 113    ตอบ 
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11. จงหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด ś  ś ดว้ยวธีิการกระจาย 

 

   A   =   

 

วธีิทาํ  โดยเลือกแถวแรกของเมทริกซ์  

    =    =  2  –1  +  

    =  2(1  (–3) – 2  6) – 1(2  (–3) – 4  6) + 6(2  2 – 4  1) 

    =  2(–3 – 12) –1(–6 –24) + 6(4 –4) 

    =  –30 + 30 + 0 

    =  0    ตอบ 
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เฉลยแบบฝึกหัดบททีÉ Š  

การประยุกต์ใช้ดีแทอร์มิแนนต์หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 
 

ř. จงแกร้ะบบสมการดว้ยกฎของเครเมอร์ 
      3x - 4y    =  -4 
     9x + 2y  =  9 
 

วธีิทาํ เขียนระบบสมการให้อยูใ่นรูป   AX  =  B 
 

         =   

 

 แทนค่า       =   

 

 ซึÉ งตวัแปร x      x  =     

 

       =    =   

 

       =    =     

       =   

     

 และตวัแปร y     y  =     

 

       =    =   

 

       =     

       =     
 

   คาํตอบของระบบสมการนีÊ คือ  x =   และ y  =   ตอบ 
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Ś. จงแกร้ะบบสมการดว้ยกฎของเครเมอร์ 
        x + y  =  7 
      4x + 3y  = 12 
วธีิทาํ เขียนระบบสมการให้อยูใ่นรูป   AX  =  B 

 

         =   

 

 แทนค่า       =   

 

 ซึÉ งตวัแปร x      x  =     

 

       =    =   

 

       =    =    = –9  

     

 และตวัแปร y     y  =     

 

       =    =   

 

       =    =    = 16  
 

   คาํตอบของระบบสมการนีÊ  คือ  x = –9  และ y  = 16  ตอบ 
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ś. จงแกร้ะบบสมการดว้ยกฎของเครเมอร์ 

        3x + y   =  3 
       6x – 3y   = –3 
วธีิทาํ เขียนระบบสมการให้อยูใ่นรูป   AX  =  B 

 

         =   

 

 แทนค่า       =   

 

 ซึÉ งตวัแปร x      x  =     

 

       =    =   

 

         =     

  

          =     

       x  = 0.4  

     

 และตวัแปร y     y  =     

 

        =    =   

 

         =     

  

          =     

       y  =  1.8 

   คาํตอบของระบบสมการนีÊ  คือ  x = 0.4  และ y  = 1.8  ตอบ 
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Ŝ. จงแกร้ะบบสมการดว้ยกฎของเครเมอร์ 

       5x + 4z   =  53 
       2x + 3y  =  28 
     3y + 4z  =  46 

วธีิทาํ เขียนระบบสมการให้อยูใ่นรูป    AX  =  B 

 

           =   

           =    

 ใชว้ธีิการกระจายหาของค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์เพืÉอแกร้ะบบสมการเชิงเส้น 

 x  =      

   x  =     =   

     =    

  

      =     

  

     =     

    x =  5 

 

 y  =    
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 y  =     =   

     =    

  

      =     

  

     =     

      y  =  6 

  

   z  =    

 

 z  =     =   

     =    

  

      =     

  

     =     

      z  =  7 
   คาํตอบของระบบสมการนีÊ  คือ  x = 5, y  = 6 และ z = 7  ตอบ 
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ŝ. จงแกร้ะบบสมการดว้ยกฎของเครเมอร์ 

        x + y – 2z   =  1 
         –x + 2y + z  =  –1 
         y – z  =  2           

วธีิทาํ เขียนระบบสมการให้อยูใ่นรูป    AX  =  B 

 

            =   

           =    

 ใชว้ธีิการกระจายหาของค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์เพืÉอแกร้ะบบสมการเชิงเส้น 

 x  =      

   x  =    =   

     =    

  

      =      

 

     =     

    x  =  –4  

 

 y  =    
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 y  =   =  

     =    

  

      =      

 

     =     

            y   =  –1  

 

 z  =    

 

    =   =  

     =    

  

      =      

 

     =     

    z   =  –3  

  คาํตอบของระบบสมการนีÊ  คือ  x = –4, y  = –1 และ z = –3 ตอบ 

 

6. จงแกร้ะบบสมการดว้ยกฎของเครเมอร์ 

        2x - 4y + 6z  =  8 
         4x - 2y + 2z   =  -2 
       4x + y + 2z   =  4  
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วธีิทาํ เขียนระบบสมการให้อยูใ่นรูป    AX  =  B 

 

            =   

           =    

 ใชว้ธีิการกระจายหาของค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์เพืÉอแกร้ะบบสมการเชิงเส้น 

 x  =      

   x  =    =   

     =    

  

      =      

 

     =     

    x  =  –1  

 

 y  =    

  

 y  =    =   

     =    
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      =      

 

     =     

            y   =  2 

 z  =    

 

    =    =   

     =    

  

      =      

 

     =     

    z   =  3  

  คาํตอบของระบบสมการนีÊ  คือ  x = –1, y  = 2 และ z = 3 ตอบ 

 

7. สารละลาย x มีความเขม้ขน้ řŚ% และสารละลาย y มีความเขม้ขน้ Śş% ถูกนาํมาผสมกนัเพืÉอใหมี้ความ
เขม้ขน้ ŚŜ% และมีปริมาตร řŝ ลิตร จงหาปริมาตรของสารละลาย x และสารละลาย y 

วธีิทาํ กาํหนดใหส้ารละลายทีÉมีความเขม้ขน้ řŚ% คือ x 

   และใหส้ารละลายทีÉมีความเขม้ขน้ Śş% คือ y 

 ตอ้งการผสมสารละลาย x และ y ใหมี้ปริมาตร řŝ ลิตร  
ปริมาณของสารละลาย x y 15 l 

    

 

      x + y  =  15   (1) 
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ตอ้งการผสมสารละลาย x และ y ใหมี้ความเขม้ขน้ ŚŜ% ของปริมาตร řŝ ลิตร  
       řŚ%  Śş%  24% 

ปริมาณของสารละลาย x y 15 l 

ปริมาณของสารเคมี Ř.řŚx 0.27y 0.24(15) = 3.6 l 

 
   จาํนวนของสารเคมีในสารละลาย x และ y คือ 

    Ř.řŚx + 0.27y  =  3.6   (2) 

 
        
เขียนระบบสมการ (ř) และ (Ś) ใหอ้ยูใ่นรูป   AX = B 

 

    =  

 

 แทนค่า   =  

 

   สารละลาย x  =   

 

        =    =   

 

     x   =    =   

     x  = 3 l 
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   สารละลาย y  =   

 

      =     =   

 

       =    =   

     y =  12 l 
 

 สารละลาย x  =  3 l และสารละลาย y = 12 l  ตอบ 

 

Š. นํÊายาหล่อเยน็เครืÉองยนตมี์สารป้องกนันํÊาแขง็ตวัคือ สารเอทิลีนไกคอล (Ethylene Glycol) 85% ถูกผสม
กบันํÊาเพืÉอใหมี้สารเอทิลีนไกคอล 60% และมีส่วนผสมทัÊงหมด śŝ ลิตร        จงหาปริมาตรของสารเอทิลีน
ไกคอล และปริมาตรของนํÊา  
 

วธีิทาํ กาํหนดใหป้ริมาตรของสารเอทิลีนไกคอลคือ x และนํÊา คือ y 

 ตอ้งการส่วนผสมทัÊงหมด śŝ ลิตร  
 

ปริมาณของส่วนผสม x y 35 l 

    

 

    x + y  = 35   (1)  

 

 ตอ้งการผสมสารเอทิลีนไกคอล x และนํÊา y ใหมี้ความเขม้ขน้ ŝŘ% ของปริมาตรทัÊงหมด ŚŘ ลิตร   
     85% 0%  ŞŘ% 

ปริมาณของส่วนผสม x y 35 l 

ปริมาณของสารเอทิลีนไกคอล  Ř.Šŝx 0y 0.6(35) = 21 l 
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   จาํนวนของสารเคมีในสารละลาย x และ y คือ 

       Ř.Šŝx  0y  =  21   (2) 

 เขียนระบบสมการ (ř) และ (Ś) ใหอ้ยูใ่นรูป   AX = B 

 

    =  

 

 แทนค่า   =  

 

 ปริมาณของสารเอทิลีนไกคอล, x  =   

 

        =    =   

 

     x   =     
     x  = 24.71 l 
 

 และปริมาณของนํÊา  y  =   

 

      =    =   

 

       =   
     y =  10.29 l 
 

 ปริมาณของสารเอทิลีนไกคอล  =  24.71 l 

  และปริมาณของนํÊา  =  10.29 l    ตอบ 
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š. เครืÉองบินโดยสารลาํหนึÉง บินจากสนามบินดอนเมืองไปสนามบินเชียงใหม่มีระยะทาง ŠŠŘ กิโลเมตร ดว้ย
เวลา ř ชัÉวโมง ŚŘ นาที และเทีÉยวบินกลบัดว้ยระยะทางเดียวกนัใชเ้วลา ř ชัÉวโมง จงหาความเร็วของ
เครืÉองบิน และความเร็วของอากาศสมมติใหค้วามเร็วทัÊงสองมีค่าคงทีÉ 
วธีิทาํ เวลาทีÉใชใ้นการเดินทางจากสนามบินดอนเมืองไปสนามบินเชียงใหม่ มากกวา่เวลาทีÉใชใ้นการ
เดินทางจากสนามบินเชียงใหม่กลบัสนามบินดอนเมือง แสดงวา่มีการตา้นทานของอากาศ  

 กาํหนดใหค้วามเร็วของเครืÉองบินคือ x และความเร็วของอากาศคือ y 

 เทีÉยวบินไปมีความเร็ว   =  x – y  

 เทีÉยวบินกลบัมีความเร็ว   =  x + y 

 ดงัแสดงในรูป 

 
ใชส้มการระยะทาง คือ  ระยะทาง   =   ความเร็ว  เวลา 

  เทีÉยวบินไป   ŠŠŘ km  =   (x – y)(ř +  ) 
    1.3x – 1.33y  =   880   (1) 

 เทีÉยวบินกลบั   ŠŠŘ km  =   (x + y)(řhr) 
     x + y  =   880   (2) 

เขียนระบบสมการ (ř) และ (Ś) ใหอ้ยูใ่นรูป   AX = B 

 

    =  

 

 แทนค่า     =   

 

 ซึÉ งความเร็วของเครืÉองบิน, x  =   
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    =    =   

 

     x   =    =   

 

     x  = 770.83 km/hr 

     

 และความเร็วของอากาศ  y  =   

 

     =    =   

 
       =  =  
     y=  109.17 km/hr 
 

 ความเร็วของเครืÉองบิน =  770.83 km/hr 

  ความเร็วของอากาศ  =  109.17 km/hr    ตอบ 

 

řŘ. นายเอกเดินทางไปเชียงรายโดยทางรถยนตแ์ละเครืÉองบินดว้ยระยะทางทัÊงหมด šŝŘ กิโลเมตร และรวม
เวลาทัÊงหมด ś ชัÉวโมง โดยขบัรถยนตไ์ปสนามบินดว้ยความเร็วเฉลีÉย šŘ กิโลเมตร/ชัÉวโมง และเครืÉองบินใช้
ความเร็วเฉลีÉย şŝŘ กิโลเมตร/ชัÉวโมง จงหาเวลาทีÉนายเอกขบัรถยนตไ์ปสนามบินและเวลาทีÉเครืÉองบินบินไป
เชียงราย 

วธีิทาํ กาํหนดใหเ้วลาทีÉขบัรถยนตไ์ปสนามบินคือ x และเวลาทีÉเครืÉองบินบินไปเชียงรายคือ y 

เวลาทีÉใชใ้นการเดินทางทัÊงหมด   x + y  =  3  (1) 

 ระยะทางทางรถยนต ์ =   ความเร็ว  เวลา  =  90x 

 ระยะทางทางเครืÉองบิน =   ความเร็ว  เวลา  =  750y 

  ระยะทางทัÊงหมด คือ   90x + 750y =  950   (2) 
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เขียนระบบสมการ (ř) และ (Ś) ใหอ้ยูใ่นรูป   AX = B 

 

    =  

 

 แทนค่า   =  

 

 ซึÉ งเวลาขบัรถยนต,์  x  =   

 

        =    =   

 

     x   =    =   

     x  = 1.97 hr 

 

 และเวลาเครืÉองบิน  y  =   

 

      =    =   

 

     y  =      =    

 

      =  0.95 hr 
 

 เวลาขบัรถยนต ์  =  1.97 hr 

  เวลาเครืÉองบิน  =  1.03 hr    ตอบ 
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řř. จงหาค่ากระแสไฟฟ้าI1และI2ทีÉไหลผา่นในวงจร ดงัแสดงในรูป 

 

 
  

วธีิทาํ กาํหนดลูปและทิศทางของลูป และกาํหนดขัÊวไฟฟ้าใหก้บัอุปกรณ์ไฟฟ้า  

 
 

 

 ใชก้ฎในเรืÉ องแรงดันไฟฟ้า  (Kirchhoff’s Voltage Law;  KVL)  คือผลรวมของแรงดนัไฟฟ้า
รอบวงปิด (Loop) = 0 
 ทีÉลูป ř กระแสไฟฟ้า I1 จะไหลผา่น R1,R2 และทีÉ R2 จะมีก็จะมี I2จากลูปทีÉ Ś ไหลผา่นแต่เป็น
การไหลสวนทางกนั 
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 ใชก้ฎแรงเคลืÉอนไฟฟ้าของเคอร์ชอฟฟ์ โดยเริÉมทีÉมุมบนซา้ยมือไปตามเขม็นาฬิกา 
   I1R1 + (I1 – I2)RŚ–24  =  0    

   I1R1 + I1RŚ – I2RŚ  =  24 

  (R1 + RŚ)I1 – I2RŚ  =  24 

 แทนค่า (3k  + 3k )I1 – 3k (I2) =  24 

  6k (I1) – 3k (I2)  =  24 

      ŞI1– śI2  =  24   (1) 

  

 ทีÉลูป Ś กระแสไฟฟ้า I2จะไหลผา่น R3และไหลผา่น R2ซึÉ งก็จะไหลสวนทางกบั I1 
 

 
\ ใชก้ฎแรงเคลืÉอนไฟฟ้าของเคอร์ชอฟฟ์ โดยเริÉมทีÉมุมบนขวามือไปตามเขม็นาฬิกา 

   I2 R3+(I2 – I1)R2 =  0    

   I2 R3 +I2R2 – I1R2 =  0    

      (R2 +R3)I2 – I1R2   =  0 

 แทนค่า   (3k  + 2k )I2 – 3k  (I1)  =  0   
    –3I1 + 5I2  =  0    (2)   

 เขียนระบบสมการ (ř) และ (Ś) ใหอ้ยูใ่นรูป   AX = B 

 

    =  

 

 แทนค่า   =  

 

 ซึÉ งกระแสไฟฟ้า , I1  =   

 

        =    =   
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        =    =   

     I1= 5.71 A 

     

 และกระแสไฟฟ้า , I2=   

 

      =    =   

 

       =  =  

     I2  =  3.43 A 

  คาํตอบของระบบสมการนีÊ คือ I1 =  5.71 A และ I2  = 3 A ตอบ 

 

12. จงหาค่ากระแสไฟฟ้า I1 และ I2 ทีÉไหลผา่นในวงจร ดงัแสดงในรูป 

 

 
 

 

วธีิทาํ กาํหนดลูปกระแส (I1) และลูปกระแส (I2) ใหมี้ทิศทางตามขัÊวของแหล่งจ่ายแรงดนั (ออกจากขัÊวบวก
เขา้หาขัÊวลบ) ทัÊง 2 ลูปและกาํหนดขัÊวของแรงดนัไฟฟ้าตกคร่อมตวัตา้นทาน 
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 ใชก้ฎในเรืÉ องแรงดันไฟฟ้า  (Kirchhoff’s Voltage Law; KVL)   คือผลรวมของแรงดนัไฟฟ้า
รอบวงปิด (Loop) = 0 

 ลูป 1   VR1 + VR3 – 20V  =  0 

    I1R1 + (I1 + I2)R3  =  20V 

 แทนค่า R  1I1 +  3(I1 + I2)  =  20V 

    3I1 + 3I1 + 3I2  =  20V  

     6I1 + 3I2  =  20V   (1) 

 (ทีÉ R3 จะมีกระแสไฟฟ้า I1 และ I3 ไหลผา่นในทิศทางเดียวกนั)  

 

 ลูป 2   VR2 + VR3 – 22V  =  0 

    I2R2 + (I1 + I2) R3  =  22V 

 แทนค่า R  2I2 + 3(I1 + I2)   =  22V 

    2I2 + 3I1 + 3I2   =  22V 

    3I1 + 5I2      =  22V   (2) 

  

 เขียนระบบสมการ (ř) และ (Ś) ใหอ้ยูใ่นรูป   AX = B 

 

    =  

 

 แทนค่า   =  

 

 ซึÉ งกระแสไฟฟ้า  I1  =   

 

       =    =   

 

   I1   =    =    = 1.62 A 

     

 และกระแสไฟฟ้า I2  =   
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    =    =   

 

    I2 =  =   =  3.43 A 

 คาํตอบของระบบสมการนีÊ คือI1 =  162 Aและ I2  = 3.43 A ตอบ 

 
13. จงหาค่ากระแสไฟฟ้า I1, I2 และ I3 ทีÉไหลผา่นในวงจร ดงัแสดงในรูป 

 
วธีิทาํ กาํหนดลูปกระแส I1 , I2 และ I3 ใหมี้ทิศทางตามขัÊวของแหล่งจ่ายแรงดนั (ออกจากขัÊวบวกเขา้หาขัÊว

ลบ) ทัÊง 3 ลูปและกาํหนดขัÊวของแรงดนัไฟฟ้าตกคร่อมตวัตา้นทาน 

 
 ใชก้ฎในเรืÉ องแรงดันไฟฟ้า (Kirchhoff’s Voltage Law; KVL)    คือผลรวมของแรงดนัไฟฟ้า
รอบวงปิด (Loop) = 0 

 ลูป 1   VR1 + VR2 – 20V  =  0 

    I1R1 + (I1 – I2)R2  =  20V 

 แทนค่า R  5I1 +  3(I1 – I2)  =  20V 

    5I1 + 3I1 – 3I2  =  20V  

     5I1 – 3I2  =  20V   (1) 

 

 ลูป 2   VR3 + VR4 +VR2  =  0 

   I2R3 + (I2– I3)R4 + (I2– I1)R2  =  0 

 แทนค่า R 3I2 + 2(I2 – I3) + 4(I2– I1)  =  0 
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   3I2 + 2I2 – 2I3 + 4I2– 4I1  =  0    

    – 4I1+ 9I2 – 2I3  =  0   (2) 

  

 ลูป 3   VR5 + VR4 + 22V  =  0 

    I3R5 + (I3 – I2)R4  =  –22V 

 แทนค่า R  1I3 +  2(I3 – I2)  =  –22V 

    I3 + 2I3 – 2I2  =  –22V  

       –2I2 + 3I3  = – 22V   (3) 

 
เขียนระบบสมการเชิงเส้นให้อยูใ่นรูป AX = B 
 

     =  

     =  

 ใชว้ธีิการกระจายหาของค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์เพืÉอแกร้ะบบสมการเชิงเส้น 

 I1  =    

 I1 =   =   

 

 =      

 

    =    
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     =   

 

     =   

 

     =   

   I1 =  4.15 A 

 

 I2  =    

  

 I2 =   = 

 

 

 

    =   

  

     =   

 

     =   
 

     =   

   I2  =  4.43 A 

 

 I3  =    
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I3 =   =  

 

 

 

    =    

 

     =   

 

     =   

 

     =   

   I3  =  – 7.16 A 

  คาํตอบของระบบสมการนีÊ คือ I1 =  4.15 A, I2 =  4.43 A และ I3 =  – 7.16 A ตอบ 
 
 


